2. Andlisede Fourier

.~ Este capitulo pretende dar uma introduggo as €ries e transformadas de Fourier como complemento ao
. livro recomendado da disciplina. Nao se transcrevem para aqui os exemplos do livro, pelo que o
.~ estudo so ficard completo com a consulta em paraldo dolivro. As scgdes cobertas nesta introdugdo |
- sdo assecgOes 2.1 e 2.2 dolivro.

2.0 Conceatos Basicos

2.0.1. Phasors e linhas espedrais

Como seviu na Introducdo, os cosenos vao ter um papel muito importante no tratamento dos snais de
Tdecomunicagies. Ora, sempre que se tenta fazer um modelo matemético para descrever qualquer
fendmeno fisico um dos objectivos € que a natagcdo matemética sgja 0 mais compacta posdvel para se
poder manipular facilmente ese terem expresies curtas.

Uma forma de se compactar bastante as expressfes de senos e cosenos é usar o calculo
complexo. Ndo sb em Telecomunicagdes, mas em toda adrea de Engenharia Eledrotécnica em geral,
0S ¥NOS € 0S cosenos $do muito importantes, e por consequéncia, todo ocalculo complexo. Uma
forma de compactar as expressdes com senos e cosenos € usar a formula de Euler. E posdvel
representar oS €N0OS e cosenos através da exponencial complexa usando a expressio

e*? = cosp+ jsing

A exponencial complexa aiterior designa-se por phasor, pois representa um vector arodar no espago
complexo em que 0s eixos S0 a parte imagindria e a parte real. Para 0 caso concreto das
Tdecomunicagdes, a expressio geral de uma onda portadora com amplitude méxima, A, frequéncia,

fo, efase, 6, é dada pda expressio

v(t) = Acod2mft +6)

Se dissermos que
@=21tft+ 6

podemos escrever qualquer sinusbide de interesse para & T emmunicagdes como a partereal de uma
exponencial complexa

ACOS(Zr[fOt + 9) = ARd-ej(2nf0t+9)J
- Re[Aejeejznfot]

O phasor tem comprimento A, roda no sentido gposto ao dcs ponteiros do rel6gio a uma frequéncia de
fo rotacBes por segundo, e no tempo t=0 faz um angulo de 6 relativamente ao eixo real positivo. A
projeccao do phasor no eixo real éigual a sinusdide da segunda equacéo desta seccao.

Observe-se que apenas trés parametros espedficam completamente o phasor:

e amplitude,

* angulodefase e

» frequéncia derotacao.
Para descrever este mesmo phasor no dominio da frequéncia, temos de asciar a @rresponcente
amplitude efase com a frequéncia dele, f,. Assm, a descricdo no dominio da frequéncia do phasor
serd constituida pelos dois graficos com linhas espectrais mostrados na parte direita da figura 2.1.
(espectro de amplitude e apectro de fase em funcéo da frequéncia). Quando comparamos esta figura
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com a figura 1.6 da Introducdo, que descreve em frequéncia uma frequéncia pura vimos que estamos
perante representagdes equival entes.

ImA .
A A
ampli
tude
0 fo f
4 g
/ fase
v\2nfot +0 >
v ‘ ’Re 0 fo f
Acos (2rfet+ 6)
@ G)
Figura 21.

Representagdes de v(t) = cos (271t + 6): (a) Diagramado phasor; (b) linhas espedrais.

2.0.2. A importancia da representacao de sinais em senos e @wsenos

Na Introducdo ficou uma ideia ousada relativamente a interpretacdo de um sinal de voz. Disse-se na
altura que poderiamos encaré-lo como um limite de um grande nimero de frequéncias puras e,
portanto, como um somatério, ou um integral, no tempo de funcdes snusbidais. Que vantagens
advirdo de serepresentar o sinal de voz por fungdes sinusdidais?

Existem duas motivagdes importantes para 0 uso de sencs e cosenos como base para a
representacdo de sinais. A primeira prende-se com o facto de que quando se ecita um sistema linear e
invariante no tempo (LIT) com um sinal, a anplitude efase do sinal sofrem alteragdes, mas ndo a sua
frequéncia. Um exemplo € a passagem de um sinal por um filtro, ou por um meio de transmissio.
Assm, ao se representar um sinal qualquer por componentes €nos e cosenos (que tém cada um
frequéncias Unicas, ou tons Unicos), as vérias frequéncias Unicas de cada seno e cada coseno réo sdo
alteradas por eses gstemas, mas Sm as uas fases e amplitudes. Pode-se entdo estudar as alteracfes
que um sistema LIT provoca num sinal pela sobreposicéo das alteragdes que sofrem cada seno e cada
coseno comporentes desse sinal e depois omar tudo. Cada um dos tratamentos de frequéncias puras é
muito mais smples do que o conjunto.

A segunda, tdo importante como a primeira, € que Com 0S £nos € 0S COSeNOSs a passagem para a
descricdo espectral é relativamente simples. Como ja deve ter ficado claro ma Introducdo, muitas
vezes € mais smples pensar nos snais e nos sstemas do ponto de vista espedral do que do ponto de
vista do tempo. Nas descricdes em frequéncia vé-se perfeitamente em que frequéncias os gnais tém
mais poténcia ou energia e que alteracbes um sistema provoca & sinal.

A formulacdo matemética que se usa S0 as séries e as transformadas de Fourier. As séries
de Fourier v@o-nos permitir representar sinais periédicos como um somatério infinito de fungbes
sinusdidais. Uma onda portadora € um bom exemplo de um sinal periodico. As transformadas de
Fourier vao-nos permitir representar sinais néo periodicos.

De um ponto de vista matemético, ter dois mecnismos para representar fungdes, com a
diferenca Unica de das frem periddicas ou ndo, € um pouco deselegante eum fracasso em termos do
modelo ser compacto e unico. Definiu-se entdo uma funcdo espedal, genérica, que ndo tem
representacdo no mundo fisico, para permitir que as transformadas de Fourier possam ser usadas
para representar sinais periodicos e ndo-periddicos. Essa funcdo chama-se funcao delta dirac e ja foi
vista na Introdugdo com o impulso unitario.
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2.1. Representacdo de Funcoes

O objedivo da andlise de Fourier é conseguir representar uma fungéo ra variavel tempo usando aitra
base que ndo cs eixos cartesianos. A nova base éconstituida por fungdes seno e coseno.

Uma primeira abordagem a este asaunto foi focada na Introducdo e consistiu em descrever
precisamente 0 processo inverso. Partindo-se do conhecimento que um coseno gera uma frequéncia
pura e uma linha com uma certa anplitude no espectro de amplitude, poda-se pensar que um espectro
continuo como o da figura 1.9 pulesse ser o limite da existéncia de infinitas frequéncias puras e o
sinal no tempo seria asgm uma soma de infinitos componentes cosenos em gque cada componente teria
0 peso do valor da anplitude do espectro de amplitude. O espedro de fase iria determinar o valor da
fase de cada coseno.

Outra maneira de tentar perceber o problema da representacdo € 0 que acontece com a televisdo
a cores. Cada porto do éaan é representado pela intensidade de vermelho, verde eazul que a sua cor
tem. Neste caso as bases ndo sdo infinitas, sdo trés, nem sdo fungdes, mas de qualquer modo uma
certa @r é transformada em trés pesos com este processo, como mostra a seguinte expressio

cor = p; vermelhor pg verde+ py azul (D

Se soubermos 0s trés pesos, pr, Py € Py, Saberemos a cor. Se soubermos a cor poderemos determinar 0s
pesos.

De um modo simplista, a grande diferenca quando as bases si0 fungdes é que podemos pensar
nelas como fungBes de outra varidvel, a frequéncia, e os pesos déo o valor da funcdo nesse novo
espaqo de variaveis.

Vai-se ver primeiro ocaso de funcdes periddicas, que tém um espedro discreto.

2.2. Sériesde Fourier

Seja gy(t) uma fungdo periddica com o periodo To. AsIm, tem-se que gy(t) = gy(t+nTo) com n inteiro.
A representacdo desta fungdo usando uma soma infinita de senos e cosenos, a série de Fourier, tem a
representacdo genérica mostrada na Eg. 2. Antes de se ver um exemplo ilustrativo vai-se eplicar o
significado dos vérios termos que aparecem na equacdo. Os coeficientes a, e b, representam as
amplitudes (os pesos) ndo conhecidas dos termos seno e coseno. Para cada funcdo em particular é
preciso achar os valores dessas amplitudes, tal como para o caso da televisdo a cores. A quantidade
n/T, representa aharmonica de ordem n da frequéncia fundamental (ou primeira harménica) fo=1/T,.
Cada seno e coseno da Eq. 2 tem o nome de funcdo base. Vé-se ja outra diferenca relativamente ao
exemplo da televisdo a cores. Se no caso da televisdo o vermelho, o verde e o azul eram cores
constantes e fixas, as bases neste caso comegam com a frequéncia da primeira harmonica, fo=1/To, em
que To é 0 periodo da fungdo periddica, e vao tomando valores maltiplos desses, /Ty (comn =2, 3, 4
...). Asam, para fun¢Bes periddicas com periodos diferentes vao existir fungdes base que oscilam
(pois 80 senos e cosenos) com frequéncias dif erentes

g,t) =4, +22 éﬁn co%%bnsin%% @

As fungbes base podem formar, ou ndo, um conjunto ortogond. Entende-se por isto que o seu produto
cruzado é nulo. Ora, as fungdes seno e coseno formam um conjunto artoganal no intervalo do seu
periodo, To. Assm, 0 seu produto cruzado € nulo como mostram as trés equagdes seguintes. A
vantagem imediata desta propriedade é que nos vai simplificar grandemente os céculos na
determinacdo dos coeficientes dos senos e cosenos.

I-TOZ Cogé;znmt Lt Eﬂ _ g% m=n ©)

TV Ty OH To m#n
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A tarefa entdo, é saber como calcular os coeficientes correspondentes a um dado sinal. Para se
calcular o coeficiente a,, integram-se ambos os lados da Eq. 2 no periodo. O integral de um seno, ou
de um coseno, no periodo completo € nulo, pelo que todos os termos do somatorio se anulam. ag tem,
assm, o valor dado pela Eq. 6. Como se pode ver por esta equacdo, ap ndo € mais do que o valor
médio do sinal periddico gy(t) no periodo To.

1%
ao—— Jg (t)dt (6)

Para determinar os coeficientes a,, multiplicam-se ambos os lados da EQ. 2 por cos(2rmt/Ty) e
integram-se no periodo, tal como para a,, entre o intervalo -Ty/2 e To/2. Usando as Eq. 3 e 4 muitos
dos termos ficam nulos, e tem-se para a, 0 seguinte valor.

a, = Jg (t)co%;% n=12K (7

De um modo idéntico se calcula o valor de b,. Multiplica-se agora pelo seno e depais integra-se eusa-
se o facto das fungdes bases srem um conjunto ortogonal no espaco de integracdo que éigual ao

periodo.
b, = Jg (t)sm%%i n=12K (8)

Portanto, se tivermos a fungéo gp(t) usamos as expressdes 6, 7 e 8 e calculamos os coeficientes.
Para glicar arepresentacdo em série de Fourier € suficiente que dentro do intervalo de  -Ty/2
e To/2 afuncdo gy(t) satisfaga & seguintes cond ¢oes:

A fung8o gy(t) toma valores Unicos parat.

A fung8o gp(t) tem um nimero finito de discontinuidades

A fung8o gp(t) tem um nimero finito de maximos e de minimos
A fung8o gy(t) é absolutamente integrével, isto €

A
J|g (Djdt<oo

NN =

em que éasaumido que gy(t) possa ser complexa
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Estas condi¢cdes tém o nome de condigdes de Dirichlet. Elas sdo satisfetas pelos snais periodicos
normal mente usados em sistemas de tel ecomunicagdes.

. Exemplo 1

i Vai-se ver neste exemplo um caso concreto de representacdo de um trem de pulsos periodico pela

+ série de Fourier. Imagine-se o trem de pulsos representado ra figura 2.1., em que a anplitude dos :

pulsos é A, e que o periodo é T. Cada pulso tem a duracdo To. :

A

A

To2 To/2 T

Figura2.1.
i Trem de pulsosredangulares

1 Concretizando agora os valores asauma-se que A vale 20, T vale 0.5 e T, vale 0,125 O valor de g € |
 facil de calcular e vale 5. Este éo valor médio da fungéo. A figura 2.2. mostra a funcéo e duas |
1 aproximagbes a elac Uma @m apenas a, € outra com g € com 0s componentes da frequéncia
+ fundamental. Como se pode ver, a goroximagao é bastante fraca @m téo poucos componentes. '

25
20 -

B L —
AN A AN
. N\ /

TTTTTTTITT T T T T T T T T T 1 [T T T T T T T T T T TT T T TTTTITT T IT T I or oo
eqﬂomHmevmmmo
S o © o <1 o c 2 oc ¥ o ¥ o
' o o o o o o
-10
' Figura 2.2.

i Aproximagao ao trem de pulsos com o valor médio e mm o valor médio e a frequéncia fundamental.

A figura 2.3. mostra ja arepresentacdo do trem de pulsos usando para além do valor médio e da
i frequéncia fundamental, mais trés e cinco harmonicas. Como se pock ver, a forma de onda da série !
| vai-se aproximando cada vez mais a forma dos pulsos. As harménicas de ordem elevada véo tendo |
. amplitudes cada vez menores e vao sendo responséveis principalmente por “fazerem” os cantos da |
i funcdo ariginal. De um ponto de vista informal pode-se ja constatar que estes “cantos’ tém
i componentes de muito alta frequéncia. i
: A figura 2.4. tem a representagéo do trem de pulsos usando oito harménicas e vinte eseis !
harmoénicas. Como se pock ver, com oito harmoénicas ja se percebe bastante bem que éum trem de !
' pulsos e com vinte eseis harménicas a representacdo ja é bastante perfeita. No entanto, nos pontos de
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: discontinuidade a goroximacdo por sinusdides tem sempre umas oscilagdes, que vao sendo sempre |
mais pequenas, mas que sd deixam de «istir se considerarmos um ndmero infinito de harmonicas.
! s é devido ao uso de fungdes snusbidais para fazer a representacdo e € conheddo como O
. fendmeno ce Gibbs, :

25 - .
20 +— ,"*u)‘\ /’\/‘\ —
1/ vy .l N Yy
15 1 A [ A
/ ) I )
" ! \\ ,if \\
ST Y. g I
. » OI »
O _ ‘ » \\ - -, m \
O d "™ 0o m o < n < ©
5 ' O O d 9 N N M o S W 10 O
o O O O O O o o O O O
-0,1
Figura 23.

1 Aproximagdo ao trem de pulsos com quatro e seis harmaonicas.

' Figura 2.4.
i Aproximagao ao trem de pulsos com aito e vinte eseis harménicas.

| Para se ter uma melhor percepgiio das amplitudes das fungBes base sinuséidais das diversas |
+ frequéncias das harmonicas, a figura seguinte mostra o espectro de amplitude até a vigésima sexta
i harménica. Como se pock ver, as amplitudes das harménicas superiores vao sendo cada vez mais |
| pequenas. O propdsito € “encher” apenas os pontos de discontinuidade do sinal. Algumas das |
i amplitudes $50 mesmo rulas, significando que o sinal ndo tem componentes de frequéncia dess
' harmonica. :
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Figura 25.
i Espedro de amplitude de um trem de pul sos até a vigésima sexta harménica.

A Eq. 2 é perfeitamente aceitavel para representar uma funcéo gp(t) periddica. No entanto, é possivel
chegar-se a uma forma mais compacta, simples e elegante usando exporenciais complexas. Para se
chegar a dlatem de se atender as seguintes relagdes mostradas nas Eq. 9 e 10, que derivam da férmula
de Euler (ver pagina 1).

cost) = [exp(a) + exp(-ja)] ©

sin(a) :Zij[exp(ja) ~expt-ja)] (10)

substituindo cs cosenos e 0s €nos da Eg. 2 e pond em evidéncia exponenciais com a mesma
poténcia, tem-se a seguinte expressio

B o : j2rmt : j2rmt
gp(t)_ao-'-;g n_an)eX%TE‘(an-kjbn)ex%T% (11)

as duas parcelas da soma dentro dos paréntesis rectos s80 conjugadas uma da outra. Note-se também a

seguinte relacdo
o : jemt[H_ & : j2rmt
%an + an )ex% %_ ﬁan - an)eX%7%
21 T, 24 T 12

Se definirmos outro coeficiente, c,, relacionado com a, e b, do seguinte modo

Ca, — jby, n>0
Cn:an n=0 (13)
B, + jb,. n<o

entéo podemos smplificar aEq. 11 para aseguinte forma

e j2rmt
o5 onff 2
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em que

O

n:Ti J g (t)exp%

A série da Eq. 14 é conhecida como a série de Fourier exponencial complexa. O ¢, é chamado de
coeficiente omplexo de Fourier. A Eq. 15 dz que dado um sina periddico gp(t), podemos
determinar o conjunto completo de coeficientes complexos de Fourier. Por outro lado, a Eg. 14 diz
gue dado um conjunto de coeficientes complexos podemos reconstruir exactamente o sinal periédico
original.

De acordo com esta representacdo um sinal periddico contém todas as frequéncias (tanto
positivas como negativas) que estdo harmonicamente relacionadas com a frequéncia fundamental. A
presenca de frequéncias negativas € simplesmente um resultado de querermos ter um modelo
matematico compacto como o definido pela Eq. 14. Este modelo requer também o uso de fungdes
base exponenciais complexas, aexp(j2rmt/To), 0 que ndo tem também qualquer significado fisico.

A razdo para se usar componentes de frequéncia negativas e funcbes de base complexa é
meramente para ter uma descricdo matematica compacta de um sinal periédico, o que vai trazer
vantagem tanto no tratamento tedrico como pratico.

Eﬁ n=0+1+2K (15

Espedro Discreto

A representacdo de um sinal periédico pela série de Fourier é equivalente a decomposicao desse sinal
nos us Varios componentes harménicos — 0 somatorio das vérias harmbnicas. Assm, usando a série
de Fourier exponencial complexa nés vimos que um sinal periddico gy(t) com periodo Tp tem
componentes de frequéncia 0, £fo, £2fy, £3fo, ... , @ assm por diante, em que fo = U/T, é a frequéncia
fundamental. Isto & enquanto o sinal gy(t) existe no dominio do tempo, podemos dizer que a sua
descricdo no dominio da frequéncia consiste nos componentes de frequéncia 0, f,, £2f,, £3fo, ...,
chamado de espedro.

Se especificarmos 0 sinal periodico gy(t), podemos determinar 0 Seu espedro; inversamente, se
espedficarmos o espectro, podemos determinar o sinal correspondente. Isto significa que um sinal
periddico gy(t) pode ser especificado em dois modos equivalentes: (1) a representagdo no dominio de
tempo em que gy(t) € definido como uma funcdo do tempo; e (2) a representagdo no dominio da
frequéncia em que o sinal é definido em termos do seu espectro. Embora & duas representacdes sjam
aspectos diferentes de um certo fendmeno, ndo sao independentes um do autro, mas sm relacionados,
tal como a teoria de Fourier o mostra.

Antes de se analisar o coeficiente de Fourier ¢, vai-se relembrar dais tipos de representacéo de
pontos num espaco cartesiano. A figura 2.6. mostra um ponto P no espaco complexo. O ponto P pode
ser representado na sua forma escalar como a+jb, ou na suaforma polar como ¢ ey [j 6]. Atendendo
aque

exp (46 =cosf+jsnd
tem-se que

cwsf= a e csenf = b,

e estamos, de facto, em presenca de duas representacfes equival entes para o ponto P.
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Figura 2.6.
Representacdo de um ponto P no espago complexo.

De um modo geral, o coeficiente de Fourier ¢, € um nimero complexo. Pode ser entdo expres m
seguinte forma polar

¢, =|c.|exdjard(c, )] (16)

O termo |c,| define a anplitude do coeficiente harménico de ordem n do sinal periodico gy(t), pelo
gue a representacdo de |c,| em fungdo da frequéncia é o espedro dscreto de amplitude do sinal. A
representacdo de arg(c,) em funcéo da frequéncia é o espectro dscreto de fase do sinal. Refere-se 0
espedro como espedro discreto porque ambas a amplitude ea fase de ¢, tém valores diferentes de
zero para goenas frequéncias discretas que sdo multiplos inteiros (tanto positivos como negativos) da
frequénciafundamental (n=0, £1, £2, £3, ...).

Para uma funcdo periodica gy(t) que tem valores reais, vé-se da defini¢cdo de coeficiente de
Fourier ¢, dada pda Eq. 15 que

=C, (17)

emquec, éo complexo conjugado dec,. Tem-se, entdo

c-| =

Cn

(18)

arg€.,) = -arg(,) (19)

Isto & o espedro de amplitude de um sinal periddico de valores reais é simétrico (uma funcéo par de
n) e 0 espedro de fase éassmétrico (uma funcdo impar de n) relativamente ao eixo vertical que passa
pela origem.

Deve ser visto oexemplo 1 do livro recomendado.
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2.3. Transformadas de Fourier

Na seccao anterior usaram-se séries de Fourier para representar sinais periodicos. Vai-se desenvolver
nesta seccao uma representacao idéntica para representar sinais g(t) que sgiam ndo periodicos. Para
esta representacdo também se usardo fungdes exponenciais complexas.

Para se fazer isto vai-se construir uma fungéo periodica gy(t) de periodo To, detal modo que g(t)
define um ciclo desta nova fungéo periddica, como esta ilustrado ra figura 2.7. No limite vai-se fazer
com que o periodo T, sga infinitamente grande para que se possa escrever

g(t) = Iim g, (1) -

o) 4

Figura 2.7.
Construcdo de uma fungdo periddica apartir de uma funcgdo arbitrériano tempo

Representando a funcéo periddica gp(t) em termos da série de Fourier exporencial complexa vista

atras, tem-se
> j2rmt
9,0=5 ¢ exp%—%
0= > T (21)
em que
TO
1 % j2rmt
%=—JQNEX t (22
T, Ty T,
2
Definindo agora
Af =t
TO
o=
TO
G(f,) =c,T,
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efazendo atroca de notagdes na representacdo da série de Fourier das Eq. 21 e 22 tém-se as sguintes
reagdes paraointervalo -To/2 <t < To/2,

g,(t) = iG(fn)exp(jZant)Af

= (23
em que
i
G(f,) = T|’gp(t) expl- j2rtf, t)dt (24)
9

Suponha-se agora que o periodo T, tende para infinito, ou de um modo equivalente, que 0 seu inverso
Af se aproxime de zero. Entdo, no limite, a frequéncia discreta f, tende para a frequéncia continua f, e
a soma discreta da Eqg. 23 tende para um integral definindo a &ea éaixo da funcdo corntinua de
frequénciaf, que éG(f) exp(j27ift). Portanto, nolimite as Eq. 23 e 24 tornam-se, respedivamente

g(t) = J’G(f)exp( j2rrft )df 29

em que

G(f) = [g(t)expl- j2rrit)dt (26)

Conseguiu-se, assm, o0 dojectivo de representar um sinal arbitrério g(t) em termos de fungdes
exponenciais no tempo no intervalo total de - a . Notar que nas Eg. 25 e 26 se usaram letras
minUsculas para representar a funcéo do tempo e |etras mailsculas para representar a correspondente
funcéo ra frequéncia.

A EQ. 26 diz que, dada uma funcdo dotempo, g(t), podemos determinar uma nova funcéo G(f)
de variavd f de frequéncia. A Eq. 25 diz que, dada esta nova, ou transformada, fun¢ao G(f), podemos
recuperar a fungédo do tempo ariginal g(t). Assm, como de g(t) nés podemos definir a funcao G(f) e
de G(f) nés podemos reconstruir g(t), a funcdo do tempo é também especificada por G(f). Quer dizer,
ndo existe independéncia entre as duas representagdes.

A funcdo G(f) pode ser vista como uma versdo transformada de g(t) e é chamada de
transformada de Fourier de g(t). A funcdo de tempo g(t) é referida, do mesmo modo, por
transformadainversa de Fourier de G(f). As fungdes g(t) e G(f) constituem um par de transformadas
de Fourier.

Condicdes de Dirichlet

Para que um sinal g(t) tenha transformada de Fourier é suficiente que g(t) satisfaga as condi¢des de
Dirichl&:

1. A funcdo g(t) tem valores tnicos, um nimero finito de méximos e minimos e um nimero finito de
discontinuidades em qualquer intervalo finito de tempo
2. A fungdo g(t) é absolutamente integravel, isto €

I|g(t)|dt < o0
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As condicdes de Dirichlet ndo sdo estritamente necessirias, mas suficientes para haver transformadas
de Fourier. Estas condi¢fes incluem todos os snais de energia, para os quais $tem

fla®[dt <o
Para & duas condigoes listadas acima, assume-se que o sinal g(t) € complexo.

Notacdes

As férmulas para a transformada de Fourier e para atransformada inversa de Fourier apresentadas nas
Eq. 25 e 26 estdo escritas em termos do tempo t e da frequéncia f, com t medido em segundcs (s) e f
medido em Hertz (Hz). A frequéncia f esta rdadonada com a frequéncia angillar w como w=27f, a
qual é medidaemradiancs por segundo(rad/s).

Podia-se simplificar as expreses, principalmente nos expoentes das exponenciais, se
usasemos w em vez def. O factor 27T desapareceria. Porém, é preferivel usar-se f em vez de w por
duas razdes. Primeiro, tem-se uma simetria matematica das Eq. 25 e 26 relativamente uma aoutra.
Segundo, o contetido de frequéncia de sinais de telecomunicagfes (por exemplo, voz, sinais de video)
sdo namalmente expressos em Hertz e ndo em radianos por segundo.

Uma simplificagdo de notacdo que €muito conveniente para as relagdes de transformada das Eq. 25 e
26 ¢é

G(f)=F[a(t)]

g(t)=F *[G()]

Outra simplificagdo de notacéo conveniente para o par de transformadas de Fourier, representado por
o(t) eG(f) €

a(t) S G(f)

Espedro

Pelo uso da transformacdo de Fourier, um sinal de energia g(t) é representado pela transformada de
Fourier G(f), a qual é uma funcdo da variave de frequéncia f. A representacdo da transformada de
Fourier G(f) em funcéo da frequéncia f € chamada de espedro do sinal g(t). O espedro é continuo no
sentido de que esta definido para todas as frequéncias. De um modo geral, a transformada de Fourier
G(f) é uma funcdo complexa da frequéncia f. Pode-se, entdo, representa-la na forma

G(f) =|G(f)exdjo(f)] @7

em que |G(f)| é chamado de espedro de amplitude de g(t), e &(f) é chamado de espedro de fase de

9(®).
Para o caso especial de uma fungdo g(t) de valoresreais, tem-se
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G(f)=G'(-f) (28)

Entdo, significa que se g(t) € umafuncdo do tempo t com valores reais, setem

G(=1)|=[G()| (29)

6(-f)=-6(f) (30
Pode, entéo, fazer-se as sguintes afirmagdes acerca do espedro de um sinal devalores reais:
1. O espectro de amplitude de um sinal é uma funcdo par da frequéncia; isto € o espectro de
amplitude ésimétrico relativamente ao eixo vertical.
2. O espectro defase deum sinal € uma funcédo impar da frequéncia; isto é o espectro de amplitude é
assmétrico relativamente ao eixo vertical.

Estas afirmagBes 80 muitas vezes resumidas numa sO dzendo-se que o espedro de um sinal de
valores reais exibe simetria conjugach.

Devem ser vistos os exemplos 2 e 3 do livro recomendado.
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